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摘 要:叠加原理在中学阶段用有限项加和的形式表示,大学阶段用无穷多项加和的形式表示,对应的数学语

言分别为加法和定积分.利用将加法运算推广到定积分计算,实现叠加原理的应用从中学到大学的顺利过渡.给

出了力学中叠加原理的3种具体表述形式,并通过实例详述了叠加原理在力学中的应用,体现了微积分思想和方法

在力学中的重要作用.
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1 引言

力学课程是物理学及相关专业学生步入大学后

的第一门物理课程,是大学物理与中学物理的衔接

课程,具有承上启下的作用,在培养学生学习研究物

理问题的基本方法方面起着重要作用[1],学生对力

学课程的学习效果对后继物理课程的学习至关重

要.力学课程以牛顿定律为纲研究机械运动的3种

形式.叠加原理贯穿着整个力学课程,包括中学和

大学力学两部分[2,3].中学阶段,
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实现;而大学阶段,叠加原理用定积分实现.通过加

法运算和定积分计算的关系可以实现中学与大学力

学知识的衔接;利用积分思想和方法解决力学问题,

即叠加原理思想和方法的运用,是力学课程的一个

重要课题.因此,对叠加原理的理解和应用在力学

课程中是非常重要的.
本文从叠加原理和定积分的概念出发,讨论了

叠加原理与定积分的对应关系,给出了叠加原理的

3种表述形式,并举例说明.

2 定积分的概念和叠加原理

定积分的概念可以用数学公式[4]表示为

  ∫
b

a

f ( )x dx=lim
λ→0∑

n

i=1
f(ξi)Δxi (1)

其中i=1,2,…,n,λ=max{Δx1,Δx2,…,Δxn},ξi

为 每 个 小 区 间[xi-1,xi]上 的 任 取 一 点(xi-1≤

ξi≤xi).从式(1)可以看出,定积分是无穷多项的

和.力学中研究的问题主要是线性问题,满足线性叠

加原理,在数学物理中叠加原理可以表述为几种不

同原因的综合所产生的效果,等于这些不同原因单

独产生效果的累加[5].在力学中叠加原理包含以下

3种含义:

(1)力在研究的整个空间(或整个时间间隔)内

的积累效果等于力在每一个小的空间(或小的时间

间隔)积累效果的叠加;

(2)两个或多个力(或力矩)的作用效果等于每

个力(或力矩)的作用效果的和;

(3)质点系(或刚体)的作用等于各个质点(或

质元)作用的和.
以上这3层含义中都体现了加和,在大学阶段

一般以无穷多项加和形式出现.叠加原理与定积分

概念均体现无穷多项加和,所以大学阶段用定积分

表示叠加原理.

3 叠加原理在质点力学中的应用

质点力学是力学的开篇内容,是从中学到大学

过渡部分.在利用叠加原理研究力的作用效果时,

中学阶段,物体一般受到两个或多个恒力作用,利用

加法就可以实现.而大学阶段,物体受到的力一般

为变力,即F=F(x)或F=F(t),需要用定积分来实

现.为实现顺利过渡,就要让学生理解变力作用体

现了无穷多项加和的含义.
在中学阶段,一个质点在n个恒力连续作用下

做的功A 可以用数学公式表示为

     A=∑
n

i=1
Fi·Δri (2)

其中Fi为质点在第i个小位移Δri范围内受到的力,

i=1,2,…,n.到了大学阶段,力F是位置的函数,以

一维问题为例,如F=F(x),可以把连续作用的变

力F(x)看成多个恒力的作用,第i个恒力记作

F(ξi),作用的空间范围(小位移)记作Δxi,ξi为每

个 小 空 间 范 围[xi-1,xi]上 的 任 取 一 点(xi-1≤

ξi≤xi),i=1,2,…,n.这时变力F(x)做的功A可

以写成

     A≈∑
n

i=1
F(ξi)Δxi (3)

为了得到精确的恒力,要求力作用空间范围无限小,

即Δxi→0,则式(3)可以写成

   A=lim
λ→0∑

n

i=1
F(ξi)Δxi (4)

其中,λ=max{Δx1,Δx2,…,Δxn},式(4)表示无

穷多项加和,可以写成定积分形式,即

   A=∫
b

a

( )F x dx (5)

其中积分上下限a和b分别对应于质点的始末两态

的位置,这就是大学物理力学中给出的功的积分形

式定义式.
利用叠加原理的不同数学表述形式,即加法与

定积分,可以实现中学到大学物理量计算的衔接.
如计算力(力矩)对时间积累问题,中学阶段,物体

在不同的时间间隔内受到不同的恒力作用,在第i
个时间间隔内Δti 受到的恒力为Fi,则冲量p=

∑
n

i=1
FiΔti(n=1,2,…,n);大学阶段,力是时间的函

数F=F(t),则冲量可以表示为p=∫
t

0

F( )tdt.由加

速度计算速度,以及由速度计算位移等问题也属于
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此类衔接问题.

4 叠加原理在刚体力学中的应用

刚体力学是力学课程的核心内容,也是叠加原

理应用的提升部分.在这部分叠加原理主要体现无

穷多个力矩(力)的同时作用效果,以及部分贡献与

整体效果的关系.从以下实例可以看出叠加原理在

刚体力学中的作用.
如图1所示,一质量为m,长为l的匀质细杆放

在摩擦系数为μ 的粗糙水平面上,当细杆绕过杆一

端且垂直于转动平面的O 轴转动时,可以利用叠加

原理的第二种含义计算摩擦力矩.

图1 摩擦力矩计算示意图

设细杆绕垂直于图面的O 轴顺时针旋转,杆上

每一点均受摩擦力,将杆长分成n等分,第i小份的

长度为Δri,第i小份到轴的距离为ri,所受摩擦力

记为ΔFi,根据力矩的定义M=r×F,可以看出,每

一小份受到的摩擦力矩的方向均为垂直图面指向

外,则整根杆受到的摩擦力矩可以近似写成

     M=∑
n

i=1
riΔFi (6)

当Δri→0时,即ΔFi→0,式(6)变成

     M=lim
ΔFi→0
∑
n

i=1
riΔFi (7)

式(7)为摩擦力矩的精确值,具有无穷多项加和的

含义,可以写成如下定积分形式

     M=∫
l

0

rdF (8)

叠加原理的第三种含义可以利用质点的动能推

导得到刚体的转动能过程进行解释.计算刚体定轴

转动的转动动能时,首先将刚体分割成n份,第i份

(质元)的质量和速度分别为mi和vi,则刚体的转动

动能Ek 可以写成

    Ek≈∑
n

i=1

1
2miv2

i (9)

刚体做定轴转动时,刚体上各点转动速度不同,但转

动的角速度相同,即n个质元的转动角速度都相同,

将转动角速度记作ω,则vi=riω.式(9)可以改写成

    Ek≈∑
n

i=1

1
2mir2iω2 (10)

为了得到刚体动能Ek 的精确结果,就要保证

每 一份内部各点的ri值相等,这就要求Δri→0,即

mi→0,式(10)又可以写成

Ek=lim
mi→0
∑
n

i=1

1
2mir2iω2

即

   Ek=∭V

1
2r

2ω2dm=

   12ω
2

∭V
r2dm=12Iω

2 (11)

由于刚体上各点的转动角速度相等,所以将求

解动能时的积分过程转化到了利用积分求解转动惯

量问题.刚体角动量推导过程与转动动能的推导过

程相似.

5 结束语

力学以牛顿定律为纲研究机械运动的3种形

式,定积分的思想和方法在力学问题中的应用是力

学课程一个重要研究内容,它是叠加原理的思想和

方法的具体应用形式.利用数学上定积分是无穷多

项和的意义,将中学的力学问题和大学力学内容衔

接起来,给出了叠加原理在力学课程中3种含义,并

通过实例对3种含义进行了解释.
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